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Вступ

Метод математичної iндукцiї 1 має безпосереднiй зв’зок з поняттям на-
турального числа. Вiн застосовується у рiзних областях математики. У
текстi лекцiї не аналiзується зв’язок принципу математичної iндукцiї, який
є основою методу, з означенням натуральних чисел, а розглядається за-
стосування цього методу до розв’язування задач з арифметики, алгебри
та геометрiї.

Розглянутi приклади не вичерпують всiх застосувань методу математи-
чної iндукцiї.

1. Частковi та загальнi твердження. Дедукцiя та iндукцiя

Твердження бувають частковi i загальнi. Наведемо деякi приклади.
(1) Число 130 дiлиться на 5.
(2) Число, яке закiнчується нулем, дiлиться на 5.
(3) Усi студенти отримують стипендiю.
(4) Студент Iваник отримує стипендiю.

Твердження (1), (4) - частковi, а (2), (3) - загальнi. iз загального твер-
дження (2), маючи часткове твердження "Число 130 закiнчується нулем ми
отримуємо часткове твердження (1).

Перехiд вiд загального твердження до часткового називається деду-
кцiєю.

Нас буде цiкавити спосiб переходу вiд часткових тверджень до загаль-
них. Такий перехiд називається iндукцiєю .

Розглянемо приклади.
Приклад 1. Нехай

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n + 1)
.

Треба знайти вираз цiєї суми для довiльного n. Легко перевiрити, що

S1 =
1

1 · 2
=

1

2
,

S2 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
=

2

3
,

S3 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
=

3

4
.

На основi зауваженої закономiрностi стверджуємо, що для довiльного на-
турального n:

Sn =
n

n + 1
.

1див. п.8

3



Приклад 2. Розглянемо многочлен

x2 + x + 41.

Пiдставимо у многочлен замiсть x числа

0, 1, 2, 3, 4, ..., 10.

Отримаємо вiдповiдно
41, 43, 47, ..., 151.

Усi цi числа є простими. Можемо зробити висновок, що для довiльного
x = n число n2 + n + 41 є простим. Але виявляється, що при n = 40 число
402 + 40 + 41 дiлиться на 41, тобто не є простим.

Так, якщо у прикладi 1 зроблений висновок випадково виявився пра-
вильним, то у прикладi 2 висновок є невiрним.

Метод мiркувань, при якому висновок робиться на основi досить вели-
кого числа випадкiв (але не всiх), називається неповною iндукцiєю. На
прикладах ми побачили, що метод неповної iндукцiї не завжди дає вiр-
нi результати. Однак цей метод дозволяє дати першу гiпотезу, яку потiм
можна довести або заперечити. Розглянемо ще один приклад.

Приклад 3. Знайдемо суму перших n непарних чисел. Отримаємо

n = 1 1 = 1 = 12,

n = 2 1 + 3 = 4 = 22,

n = 3 1 + 3 + 5 = 9 = 32,

n = 4 1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42,

n = 5 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52.

Тут n - кiлькiсть доданкiв. Ми легко помiтили закономiрнiсть, що сума
n непарних чисел дорiвнює n2, тобто квадрату кiлькостi доданкiв. Тому
висловлюється гiпотеза, що для довiльного n

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

Але ми впевненi у вiрностi цiєї рiвностi лише для n = 1, 2, . . . , 5, а для всiх
n її ще треба довести.

Для доведення таких тверджень, якi стосуються натуральних чисел,
iснує метод математичної iндукцiї.
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2. Метод математичної iндукцiї

Довiльнi твердження вiдносно натуральних чисел будемо позначати T (n).
В основi методу математичної iндуцiї лежить принцип математичної iнду-
кцiї.

Принцип математичної iндукцiї. Якщо твердження T (n) вiрне для
n = 1, а з iстинностi цього твердження для n = k випливає його iстиннiсть
для n = k + 1, тодi твердження T (n) вiрне для довiльних натуральних n.

Доведення. Припустимо супротивне. Тобто нехай для деяких n твердже-
ння T (n) невiрне. Тодi серед тих n знайдеться найменше. Позначимо його
n0. Таким чином маємо, що T (n0) - невiрне, а T (n0−1) - вiрне твердження.
Але це суперечить умовi, що з вiрностi твердження для k = n0−1 випливає
вiрнiсть для k + 1 = n0. Отримане протирiччя доводить, що припущення
про iснування таких n, для яких T (n) не справджується, є невiрним. Тео-
рема, яку ми назвали принципом математичної iндукцiї, доведена.

Зауваження. Доведення принципу математичної iндукцiї опиралося на
твердження, що в кожнiй множинi натуральних чисел є найменший еле-
мент. У частинi математичної лiтератури принцип математичної iндукцiї
не доводиться, а приймається за аксiому. Ми за аксiому прийняли те, що
в кожнiй множинi натуральних чисел є найменший елемент.

На принципi математичної iндуцiї грунтується
Метод математичної iндукцiї. Для доведення деякого твердження

T (n) вiдносно натуральних чисел досить:
1. Показати, що для n = 1 T (1) - вiрне;
2. Показати, що з вiрностi T (k) випливає вiрнiсть T (k + 1).

Покажемо це на прикладi.
У прикладi 3 треба було довести твердження T (n): 1+3+5+ · · ·+(2n−

1) = n2.
1. Покажемо, що T (1) - вiрне: 1 = 12 - вiрно.
2. Нехай T (k) - вiрне, тобто 1 + 3 + 5 + · · · + (2k − 1) = k2 - вiрне. Треба
довести вiрнiсть T (k + 1), тобто 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2(k + 1)− 1) = (k + 1)2.

Доведемо вiрнiсть T (k + 1), використавши, що T (k) - вiрне.

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2k − 1) + (2(k + 1)− 1) = k2 + 2(k + 1)− 1 =

= k2 + 2k + 2− 1 = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

Вiрнiсть T (k +1) доведено, а значить згiдно принципу математичної iнду-
кцiї твердження T (n) вiрне для довiльного n.
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У наведених мiркуваннях є два важливi моменти: а) сформулювати, що
означає твердження T (k + 1), б) довести вiрнiсть T (k + 1) з припущення,
що T (k) - вiрне.

Зауваження. Iнодi твердження T (n) формулюється не для всiх n, а для
n ≥ m. Тодi в доведеннi першим кроком буде перевiрка справедливостi
T (m).

Нижче ми розглянемо приклади застосування методу математичної iн-
дукцiї для доведення рiзного типу тверджень вiдносно натуральних чисел.

3. Доведення тотожностей

Приклад 4 Довести, що для довiльного натурального n вiрна рiвнiсть

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

Позначимо Sn = 1 + 2 + 3 + · · · + n. Ми повиннi довести твердження
T (n): "Для довiльного натурального числа n вiрна рiвнiсть

Sn =
n(n + 1)

2
”.

1. Перевiримо iстиннiсть T (1). При n = 1 лiва частина має один доданок
1, а права частина рiвна

1(1 + 1)

2
,

тому T (1) - вiрне.
2. Припускаємо, що T (k) - вiрне, тобто 1+2+· · ·+k = k(k+1)

2 - справедливо.
Треба довести справедливiсть T (k + 1), тобто, що

1 + 2 + · · ·+ (k + 1) =
(k + 1)((k + 1) + 1)

2
=

(k + 1)(k + 2)

2
.

Доведення:

1 + 2 + · · ·+ (k + 1) = 1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

=
k(k + 1) + 2(k + 1)

2
=

(k + 1)(k + 2)

2
.

Згiдно принципу математичної iндукцiї рiвнiсть вiрна для довiльного n.

Приклад 5. Довести, що для довiльного натурального n вiрна рiвнiсть

13 + 23 + · · ·+ n3 =
n2(n + 1)2

4
.
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Позначимо Sn = 13 + 23 + · · ·+ n3. Твердження T (n): "Для довiльного
натурального n вiрна рiвнiсть

Sn =
n2(n + 1)2

4
”.

1. Перевiримо, чи виконується T (1). При n = 1 маємо 13 = 12(1+1)2

4 , 1 = 1.
T (1) - вiрне.
2. Припускаємо, що T (k) - вiрне, доведемо справедливiсть T (k + 1)

13 + 23 + · · ·+ (k + 1)3 =
(k + 1)2((k + 1) + 1)2)

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4
.

Доведення:

Sk+1 = 13 + 23 + · · ·+ k3 + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3 =

=
k2(k + 1)2 + 4(k + 1)3

4
=

(k + 1)2(k2 + 4(k + 1))

4
=

(k + 1)2(k2 + 4k + 4)

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4
.

Згiдно принципу математичної iндукцiї рiвнiсть вiрна для довiльного n.

Приклад 6. Довести, що для довiльного натурального n > 1 правильна
рiвнiсть

(1− 1

4
)(1− 1

9
) · · · (1− 1

n2 ) =
n + 1

2n

1. За умовою задачi n > 1. При n = 2 лiва частина має один множник
(1− 1

4). Тому твердження T (2): 1− 1
4 = 2+1

2·2 , 3
4 = 3

4 . T (2) - вiрне.
2. Покажемо, що з iстинностi T (k) випливає iстиннiсть T (k + 1):

(1− 1

4
)(1− 1

9
) · · · (1− 1

k2 )(1−
1

(k + 1)2 ) =
k + 1

2k
(1− 1

(k + 1)2 ) =

=
k + 1

2k
· (k + 1)2 − 1

(k + 1)2 =
k2 + 2k + 1− 1

2k(k + 1)
=

k(k + 2)

2k(k + 1)
=

=
k + 2

2(k + 1)
=

(k + 1) + 1

2(k + 1)
.

Твердження T (k+1) виконується. Згiдно принципу математичної iндукцiї
рiвнiсть виконується для всiх n > 1.
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Задачi для самостiйної роботи

Довести тотожностi:
1. 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

2. 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n + 1) = n(n+1)(n+2)
3 .

3. 12

1·3 + 22

3·5 + 32

5·7 + · · ·+ n2

(2n−1)(2n+1) = n(n+1)
2(2n+1) .

4. 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · ·+ n(n + 1)(n + 2) = n(n+1)(n+2)(n+3)
4 .

5. 1 + x + x2 + · · ·+ xn−1 = xn−1
x−1 , x 6= 1.

6. x + 2x2 + · · ·+ nxn = x−(n+1)xn+1+nxn+2

(1−x)2 .
7. 1 · 1! + 2 · 2! = 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n + 1)!− 1.

(Через n! позначається добуток 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n).
8. 1− 1

2 + 1
3 −

1
4 + · · ·+ 1

2n−1 −
1
2n = 1

n+1 + 1
n+2 + · · ·+ 1

2n .
9. 1

a(a+p) + 1
(a+p)(a+2p) + · · ·+ 1

(a+(n−1)p)(a+np) = n
a(a+np) ,

де a, p - деякi натуральнi числа. Розглянути цю тотожнiсть для а=1 i
p=2,3,4...

4. Доведення нерiвностей

Приклад 7. Довести, що для 0 < a < b i для довiльного натурального n

виконується нерiвнiсть
an < bn.

1. Перевiримо виконання цього твердження при n = 1: a1 < b1. T (1) -
вiрне.
2. Нехай ak < bk. Треба довести, що ak+1 < bk+1. Помножимо нерiвнiсть
ak < bk на a > 0. Отримаємо

ak+1 < abk < b · bk = bk+1.

Нерiвнiсть доведена.

Приклад 8. Довести, що для довiльного натурального n виконується не-
рiвнiсть

1

n + 1
+

1

n + 2
+ · · ·+ 1

3n + 1
> 1.

1. Перевiримо виконання нерiвностi для n = 1. При n = 1 у лiвiй частинi
будуть три члени 1

1+1 + 1
1+2 + 1

3·1+1 = 1
2 + 1

3 + 1
4 = 13

12 > 1.

2. Нехай нерiвнiсть виконується, коли n = k, доведемо, що вона виконує-
ться для n = k + 1.

1

(k + 1) + 1
+

1

(k + 1) + 2
+ · · ·+ 1

3(k + 1) + 1
=
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=
1

k + 2
+

1

k + 3
+ · · ·+ 1

3k + 4
=

=

(
1

k + 1
+

1

k + 2
+

1

k + 3
· · ·+ +

1

3k + 1

)
+

+

(
1

3k + 2
+

1

3k + 3
+

1

3k + 4
− 1

k + 1

)
В останнiй рiвностi ми додали i вiдняли 1

k+1 i виписали промiжнi доданки.
За припущенням сума в першiй дужцi бiльша вiд 1. Залишилось показати,
що друга дужка бiльша вiд 0. Зробивши вiдповiднi перетворення, одержи-
мо

1

3k + 2
+

1

3k + 3
+

1

3k + 4
− 1

k + 1
=

2

(3k + 2)(3k + 3)(3k + 4)
> 0.

Тому
1

k + 2
+

1

k + 3
+ · · ·+ 1

3(k + 1) + 1
> 1.

За принципом математичної iндукцii нерiвнiсть виконується для довiльних
натуральних n.

Приклад 9. Довести, що для довiльного натурального n ≥ 7 має мiсце
нерiвнiсть

2n−1 > n(n + 1).

1. Перевiримо твердження при n = 7:

27−1 > 7(7 + 1), 26 = 64 > 56.

T (7) виконується.
2. Нехай 2k−1 > k(k + 1). Доведемо, що 2(k+1)−1 > (k + 1)((k + 1) + 1) =
= (k + 1)(k + 2). Дiйсно,

2(k+1)−1 > 2 · 2k−1 > 2k(k + 1).

Врахуємо, що 2k > k + 2 для k > 2. Тодi

2k(k + 1) > (k + 1)(k + 2).

Тому
2(k+1)−1 > (k + 1)(k + 2).

За принципом iндукцii нерiвнiсть виконується для довiльних натуральних
n.
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Приклад 10. Довести, що при x > −1 для всiх n > 1 виконується
нерiвнiсть

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

1. Для n = 1 нерiвнiсть виконується:

1 + x ≥ 1 + x.

2. Нехай (1 + x)k ≥ 1 + kx. Треба довести, що

(1 + x)k+1 > 1 + (k + 1)x.

(1 + x)k+1 = (1 + x)k(1 + x) ≥ (1 + kx)(1 + x) = 1 + kx + x + kx2 > 1 +
x(k +1). Нерiвнiсть доведена. З принципу математичної iндукцii випливає
виконання нерiвностi для довiльних n.

Задaчi для самостiйної роботи
Довести нерiвностi.
1. 2n > n3 для n ≥ 10.
2. 4n > 3n + n2.
3. 2n+4 ≥ (n + 4)2.

4. 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n > 13

24 для n > 1.
5.
√

n < 1 + 1√
2

+ 1√
3

+ · · ·+ 1√
n

< 2
√

n для n ≥ 2.

6. 1−2 + 2−2 + · · ·+ n−2 < 2n−1
n .

7. 1
2 ·

3
4 ·

5
6 · · ·

2n−1
2n ≤

1√
2n+1 .

8.

√
c +

√
c +

√
c + · · ·+

√
c︸ ︷︷ ︸

n коренiв

< 1+
√

4c+1
2 .

5. Подiльнiсть чисел
Розглянемо приклади застосування методу математичної iндукцiї для

доведення подiльностi чисел. Приклад 11. Показати, що для довiльного
натурального n число n3 + 11n дiлиться на 6.

1. Перевiримо T (1) : 13 + 11 · 1 = 12 дiлиться на 6.
2. Нехай T (k) має мiсце. Доведемо, що з iстинностi T (k) випливає iстин-

нiсть T (k + 1). Отже, дано, що k3 + 11k дiлиться на 6. Треба довести, що
(k + 1)3 + 11(k + 1) дiлиться на 6. (k + 1)3 + 11(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k +
1 + 11k + 11 = k3 + 11k + 3k2 + 3k + 12 = (k3 + 11k) + 12 + 3k(k + 1).

k3+11 дiлиться на 6 за припущенням, 12 дiлиться на 6 i останнiй доданок
дiлиться на 6, бо в ньому є множники 3 i 2. Наявнiсть трiйки є очевидною,
а наявнiсть множника 2 випливає з того, що серед двох чисел k i (k + 1)
одне є парним. Значить твердження T (n) вiрне для довiльного n.
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Приклад 12. Показати, що при довiльному n число 5 · 23n−2 + 33n−1

дiлиться на 19.
T (n) : ”5 · 23n−2 + 33n−1 дiлиться на 19".
1. T (1) : 5 · 23·1−2 + 33·1−1 = 5 · 2 + 9 = 19. T (1) - вiрне.
2. Нехай T (k) - вiрне твердження. Доведемо, що з нього випливає вiр-

нiсть T (k+1): 5·23(k+1)−2+33(k+1)−1 = 5·23k+1+33k+2 = 5·23k−2·8+33k−1·27 =
8(5 · 23k−2 + 33k−1) + (27 − 8)33k−1 = 8(5 · 23k−2 + 33k−1) + 19 · 33k−1. Оче-
видно, що кожен з доданкiв дiлиться на 19, а значить i сума дiлиться на
19. Тобто, ми показали, що T (k + 1) - вiрне. За принципом математичної
iндукцiї T (n) вiрне для довiльного n.

Приклад 13. Довести, що сума кубiв трьох послiдовних чисел дiлиться
на 9.

Позначимо T (n) - "Для довiльного n вираз n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3

дiлиться на 9."
1. T (1) : 13 + 23 + 33 = 1 + 8 + 27 = 36 дiлиться на 9. T (1) - вiрне

твердження.
2. Нехай T (k) - вiрне, тобто k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3 дiлиться на 9. Треба

довести, що (k+1)3+(k+2)3+(k+3)3 дiлиться на 9, тобто з T (k) випливає
T (k+1): (k+1)3+(k+2)3+(k+3)3 = (k+1)3+(k+2)3+k3+9k2+27k+27 =
(k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3) + 9(k2 + 3k + 3). Враховуючи, що T (k) - вiрне,
отримуємо, що T (k + 1) - вiрне.

Задачi для самостiйної роботи.
Довести, що для довiльних натуральних n

1. n7 + 6n - дiлиться на 7.
2. 7n+1 + 82n−1 - дiлиться на 19.
3. 4n + 15n− 1 - дiлиться на 9.
4. 32n+3 − 24n + 37 - дiлиться на 64.
5. 25n+3 + 5n · 3n+2 - дiлиться на 17.
6. 5n − 3n + 2n - дiлиться на 4.
7. a2n+1 + (a− 1)n+2 - дiлиться на a2 − a + 1.

6. Математична iндукцiя в геометрiї.
Метод математичної iндукцiї iнодi застосовується для розв’язку геоме-

тричних задач.
Приклад 14. Довести, що n рiзних прямих, проведених на площинi

через одну точку, дiлять площину на 2n частин.
Твердження T (n) - "n рiзних прямих, якi проведенi в площинi через

одну точку дiлять площину на 2n частин."
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Перевiримо iстиннiсть T (1). Одна пряма дiлить площину на 2 частини.
Значить, T (1) вiрне.

Нехай вiрне T (k). Доведемо вiрнiсть T (k + 1). Якщо T (k) вiрне, то k
прямих, якi проходять через одну точку дiлять площину на 2k частин.
Проведемо через цю точку k + 1 - шу пряму. Вона дiлить якiсь два вер-
тикальнi кути на двi частини кожен. Таким чином, площина роздiлена на
2k + 2 = 2(k + 1) частин. Тому твердження T (k + 1) вiрне.

Приклад 15. На площинi дано n прямих, серед яких немає пара-
лельних, i нiякi три не перетинаються в однiй точцi. На скiльки частин
роздiлена площина?

Розв’язок почнемо з аналiзу найпростiших випадкiв.
Якщо n = 1, то частин буде двi.
Якщо n = 2, то число частин A(2) = 4.
Нехай n = 3. З рисунка бачимо, що A(3) = 7.

Продовжуючи малювати картинки, одержимо таблицю

n 1 2 3 4 5 6

A(n) 2 4 7 11 16 22

Зауважимо, що послiдовностi чисел 2, 4, 7, 11, 16, 22, ... близька до послi-
довностi 1 = 1, 1+2 = 3, 1+2+3 = 6, 1+2+3+4 = 10, 1+2+3+4+5 = 15, ...,
тiльки потрiбно додавати одиничку. Це дозволяє висунути гiпотезу (при-
пущення), що число частин A(n) для n прямих

A(n) = (1 + 2 + ... + n) + 1 =
n(n + 1)

2
+ 1.

Оскiльки перевiрити цю гiпотезу для всiх натуральних n ми не можемо, то
для її доведення застосуємо метод математичної iндукцiї. Отже, нам треба
довести твердження T (n) - "n прямих у площинi ( в загальному положеннi)
дiлять площину на A(n) = n(n+1)

2 + 1 частин".
Твердження T (1) вiрне.
Нехай вiрне твердження T (k). Доведемо, що вiрне твердження T (k+1),

тобто треба довести наступне: якщо A(k) = k(k+1)
2 + 1, то A(k + 1) =

(k+1)(k+2)
2 + 1.

Нехай маємо k прямих у площинi, i вони дiлять її на k(k+1)
2 + 1 частин.

Проведемо (k + 1) - шу пряму. Вона не паралельна жоднiй i не проходить
через точки перетину попереднiх прямих. Подивимося, що вiдбувається,
коли вона перетинає цi попереднi прямi. Виберемо на прямiй напрямок
i пiдемо по ньому. До перетину з першою попередньо визначеною пря-
мою наша пряма дiлить область на двi пiвплощини, i взагалi при перетинi
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з кожною попередньо побудованою прямою вiдбувається теж саме. Тому
кiлькiсть частин, на якi дiлиться площина, збiльшилась на k + 1 (одна -
до першої, i k - пiсля кожної з k прямих). Тому

A(k + 1) = A(k) + k + 1 =
k(k + 1)

2
+ 1 + (k + 1) =

(k + 1)(k + 2)

2
+ 1,

що i потрiбно було довести.
Приклад 16. На площинi проведено n кiл. Довiльнi два з них пере-

тинаються (але не дотикаються), але через їх точку перетину не може
проходити третє коло. На скiльки частин розбивається площина?

Почнемо з розгляду простих випадкiв i побудови вiдповiдної таблички.
Нехай A(n) - кiлькiсть областей для n кiл. Малюючи картинки, одержимо

n 1 2 3

A(n) 2 4 8

Можна зробити припущення, що A(n) = 2n. При n = 1, 2, 3 гiпотеза вiрна.
Однак можна переконатися, що цю гiпотезу неможливо довести. Просто
можна порахувати A(4) = 14.

Тому формулюємо нову гiпотезу:

A(n) = n(n− 1) + 2.

Прoпонуємо довести її самостiйно.

Задачi для самостiйної роботи
а) геометричного змiсту

1. На скiльки трикутникiв розтинається n - кутник (необов’язково опу-
клий) своїми дiагоналями, якi не перетинаються?

2. Довести, що сума кутiв опуклого n - кутника дорiвнює 180◦(n− 2).
3. Розглянемо на площинi замкнену ламану, яка має n ланок. Знайти

найбiльше можливе число перетинiв ланок.
б) довiльного змiсту

1. iз 2n чисел 1, 2, 3, ..., 2n довiльно вибрали n + 1 число. Довести, що
серед вибраних чисел знайдуться хоча б два, одне з яких не дiлиться на
iнше.

2. Довести, що з усiх людей, якi жили коли-небудь на Землi, i якi живуть
нинi, число людей, якi зробили непарне число рукостискань, є число парне.

3. Доведiть, що для довiльного n число n3

3 + n2

2 + n
6 - цiле.

7. Бiном Ньютона
Ще зi шкiльного курсу математики всiм вiдомi формули (a + b)2 =

a2 + 2ab + b2, (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3. iснує узагальнення таких
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формул - формула (a + b)n, де n - довiльне натуральне число, яка носить
назву "бiном Ньютона". 2 Позначимо смволом Cm

n , де n, m - натуральнi
числа i n > m, величину: Cm

n = n!
m!(n−m)! . Тодi

(a + b)n =
n∑

m=0

Cm
n an−mbm.

Коефiцiєнти Cm
n бiному Ньютона володiють властивостями: Cm

k = Ck−m
k ,

C0
k = Ck

k = 1,
Cm

k + Cm−1
k = Cm

k+1, (∗)
якi не важко встановити. Доведемо останню з них:

Cm
k + Cm−1

k =
k!

m!(k −m)!
+

k!

(m− 1)!(k −m + 1)!
=

=
k!(k −m + 1) + k!m

m!(k −m + 1)!
=

k!(k + 1)

m!(k −m + 1)!
=

(k + 1)!

m!(k + 1−m)!
= Cm

k+1

Доведемо формулу бiнома Ньютона методом математичної iндукцiї. Нехай

T (n): "(a + b)n =
m∑

m=0
Cm

n an−mbm".

1. Перевiримо справедливiсть T (1). При n = 1 a+b = C0
1a

1b0+C1
1a

0b1 =
a + b. T (1) - вiрне.

2. Припускаємо, що T (k) - вiрне, тобто:

(a + b)k =
k∑

m=0

Cm
k ak−mbm.

Треба довести виконання T (k + 1), тобто, що

(a + b)k+1 =
k+1∑
m=0

Cm
k+1a

k+1−mbm.

Доведення.

(a + b)k+1 = (a + b)(a + b)k = (a + b)
k∑

m=0

Cm
k ak−mbm =

=
k∑

m=0

Cm
k ak+1−mbm +

k∑
m=0

Cm
k ak−mbm+1.

2"бiном"пишеться з маленької букви, а Ньютон носив iм’я Iсаак (жарт на механiко-математичному
факультетi).
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В останнiй сумi зробимо замiну: m′ = m + 1. Тодi

(a + b)k+1 =
k∑

m=0

Cm
k ak+1−mbm +

k+1∑
m′=1

Cm′−1
k ak−m′+1bm′

=

=
k∑

m=0

ak+1−mbm +
k+1∑
m=1

Cm−1
k ak+1−mbm = ak+1 +

k∑
m=1

Cm
k ak+1−mbm+

+
k∑

m=1

Cm−1
k ak+1−mbm + bk+1 = ak+1 +

k∑
m=1

(Cm
k + Cm−1

k )ak+1−mbm + bk+1

За властивiстю (*) коефiцiєнтiв отримуємо:

(a + b)k+1 = ak+1 +
k∑

m=1

Cm
k+1a

k+1−mbm + Ck+1
k+1a

0bk+1 =
k+1∑
m=0

Cm
k+1a

k+1−mbm.

Згiдно принципу математичної iндукцiї рiвнiсть виконується для довiль-
ного натурального n.

8. Iндукцiя чи дедукцiя?
Математика здавна вважається класичним зразком чисто дедуктивної

науки. Всi твердження доводяться дедуктивно, а конкретнi їх застосуван-
ня випливають з доведень. Доводять математичнi твердження тiльки де-
дуктивно з прийнятих вихiдних припущень.

iндукцiя вiдiграє в математицi безумовно вагому роль, але дозволяє
лише вгадувати розв’язок i висловлювати гiпотези.

Проаналiзуємо наш "метод математичної iндукцiї". Доведення цим ме-
тодом ми отримуємо так: з припущення "принцип математичної iндукцiї"(або
iншого, на якiй вiн опирається) отримуємо справедливiсть твердження
T(n) для всiх натуральних чисел. Таким чином, з загального (принцип
математичної iндукцiї) ми дедуктивно отримали часткове (справедливiсть
T(n)). Отже, метод, який традицiйно називається методом математичної
iндукцiї, є по сутi дедуктивним методом.

Глибше розумiння мiсця в математицi принципу математичної iндукцiї
буде при вивченнi теорiї натуральних чисел.

9. Роздiл для вiдпочинку
Тим, хто успiшно дочитав до цього роздiлу, а тим бiльше розв’язав за-

дачi, якi пропонувалися для самостiйної роботи, можемо запропонувати i
вiдпочинок.

Зараз ми трохи пожартуємо навколо математичної iндукцiї. Пропонує-
мо самостiйно проаналiзувати нашi мiркування. Приклад Доведемо, що
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у всiх дiвчат очi одного кольору. (Якого? Це кожен може вибрати до впо-
доби.)

Отже, доведемо твердження T (n): "У кожнiй групi з n дiвчат всi мають
очi одного кольору, наприклад, голубi."

T (1) - вiрне. У вашiй групi є дiвчина з голубими очима.
Нехай T (k) - вiрне, тобто в кожнiй групi з k дiвчат усi мають голубi

очi. Доведемо, що T (k + 1) вiрне.Розглянемо групу з (k + 1) - ї дiвчини.
Виведемо на деякий час з групи одну дiвчину. У тих, що залишилися, за
припущенням очi голубi. Повернемо цю дiвчину i виведемо iншу. Знову
маємо k дiвчат, i у всiх очi голубi. Отримали, що у всiх k + 1 дiвчат очi
голубi. Твердження T (n) доведено.

Приклад Доведемо, що у рейсовий автобус помiщається n пасажирiв,
де n - довiльне натуральне число.

Дiйсно, T (1) - вiрне, один пасажир завжди вмiститься в порожнiй ав-
тобус.

Покажемо, що з T (k) випливає T (k +1). Усi були свiдками того, коли в
автобусi було k пасажирiв i настирливий (k + 1) - й пасажир втискувався
в автобус. Отже, за принципом математичної iндукцiї T (n) - вiрне для
довiльного n.

Для самостiйної роботи
Пропунуємо довести твердження: "Усi учнi - вiдмiнники."

а) можна методом математичної iндукцiї як у першому прикладi;
б) можна просто довести всiм, що ви можете бути вiдмiнником.

Зауваження. Аналогiчно можна довести, що всi учнi - двiйочники. Але
доводити це нi учням, нi вчителям не рекомендуємо.
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